
� �������	� 
���
���� ��
���
���� �

����� � �� "!�#%$���� & '"#)(+*, .-)/10

2"3546487:9<;>=@?BACAD?FEHG IJ3>KL9<;>MONQPQ?FR:RS?UTWVUXZYQI
E[=]\>9<;>^`_JabTc?FdO_�GeV dgfih]fkjml]7];nTWoWYUdpR:Xq?cY

IJ3>KL9<;rMU2`GsR]R:XbdOG tu9v;>M6Mw;yxzE[fk=:9v{UVQ?UYU_ VQ|,fi\F?c^]7~}WY

�����������W�L�����





�������g�H���5���������C�����i���: �¡�¢ £
¤b¥ ¦¨§p©cªZ« ¬z­Q®c¯±°c¬e²5³U¬w« ¯�©�´S¬sµ¶©c©U¯H·z·w¯
¸]¹yº5»�¼w¹y½Q¾5»À¿zÁ5Â5»Ã¿H¼w¿w»ÅÄÇÆÉÈÊÁ5Ë�¼z¹y½Q¾,¹y»ÃÄÀ¿w½Q¿wÁÌÄÍË�ÂÏÎ>Á�ÆÉ½QÈÑÐÒº5¿zË�Â5¿wË�ÄÍ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁ5Ë�ÆÕÄÅÖ

½Q¹yËÃ¾5×5Øw»ÃÈÑÐÒº5¿zËwÙ�¹yÁÚºÏÄÀÈÑÔÊÈÊËÀ¿ÕÙk¿wÁ�¾Ï»À¿w½QÈÑÛz»À¿ÜÆÉ¾5¾5»Ã¹ÞÝrÈÑ½CÆÕÄÀÈÊ¹yÁ�Ùßº5Á�½Q¹>Â5ÛwÔÊ¿¶ËÀÈÊ½C¾5ÔÊ¿¶ÆÉ¾rÖ
¾,¿zÔÑØbàÉáDÖ�Ó5ÆÉ»À¹ÉÄÀ»À¹y¾,¿âÐÒº5ÈS»À¿z¾,¹yËÀ¿bËÃº5»HÔÑ¿zËDÆÉ¾5¾Ï»À¹6ÝÏÈÊ½pÆ�ÄÍÈÊ¹ÉÁ5Ë�ËÀº5ÈäãÕÆÉÁÌÄÍ¿wËBå

æ ¹yÁ�¼z¹yÁ5ËÀÈÊÂ5Ûw»Ã¿bºÏÁ�ç5º5ÈÑÂ5¿éèëê�ìÞèÑíÞîsèvï>ðâ¿zÄbèëê�îÇñ�òqó,ôÍðÇíÇísèvõwöÑðsÙ
æ Ôø÷ùØw¼z¹yº5ÔÊ¿w½Q¿wÁÒÄ�¿wËÅÄÜõwèëúÅïÉèëòpðsêÏísèøñ�ê�êkðsöüûý�ÁQ¿sþ�¿sÄ6Ùy¿wÁg¾5»À¿zÁ�ÆÉÁÌÄÿ¼z¹y½Q½C¿��y»ÍÆÕÁ5Â5¿wºÏ»ÀË�¼6ÆÉ»ÀÆÉ¼zÄÀØw»ÀÈÊËÃÄÀÈÑÐÒº5¿wË��

L = 106 m
Ù
U =

50 m.s−1, ν = 10 m2.s−1 Ù,¹yÓÏÄÍÈÊ¿wÁÌÄuºÏÁÚÁ5¹É½éÓÏ»À¿¶ÂÏ¿��H¿zÎ>Á5¹yÔÊÂ5Ë Re ' 5.10
12 À 1¿sÄ�º5ÁCÁ5¹É½ÜÓ5»À¿HÂ5¿��FÆÕ¼e×

Mc ' 10
−1 ¿ 1

ÙÌã�ÆÉÔÑ¿zº5»ÀËÿÐÒº5È	�ÃºÏËÃÄÍÈ�
�¿wÁÌÄ�»Ã¿wËÀ¾,¿z¼zÄÀÈÊãy¿z½C¿zÁÒÄ
ÔÊ¿wË�×ÒÎ>¾,¹ÉÄÀ×5ÛwËÃ¿wËqÂÏº�ç5º5ÈÑÂ5¿âÈÑÁÌã>ÈÑËÀ¼zÈÑÂ5¿u¿zÄDÈÑÁÏ¼w¹y½Q¾5»Ã¿wËÀËÃÈÑÓ5ÔÊ¿Éû

�iÆ"×5ÆÉºÏÄÍ¿zº5»n¼wÆÉ»ÍÆÕ¼zÄÍØz»ÀÈÊËÃÄÍÈÊÐÒº5¿+¿wËÃÄ
h = 104 m

¿zÄnÔ Æ~ÔÊ¹yÁ
�yº5¿zº5»�×Ï¹y»ÀÈ��w¹yÁÌÄÇÆÉÔÊ¿
¿zËÃÄ

L = 106 m
ËÀÈ¶Ó5ÈÊ¿wÁ)ÐÒº5¿ Ôm÷ Øz¼w¹yºÏÔÑ¿w½Q¿zÁÒÄW¾,¿zºÏÄ��sÄÍ»Ã¿ ¼z¹yÁ5ËÀÈÊÂ5Øw»ÃØ ¼z¹y½Q½C¿ Ó5ÈäÖ

ÂÏÈÑ½Q¿wÁ5ËÃÈÑ¹yÁ5ÁÏ¿wÔ�Â�ÆÉÁ5ËHÔÑ¿â¾ÏÔ ÆÉÁc×5¹É»ÀÈ��z¹yÁÌÄÇÆÉÔmû
��÷ ØzÐ>º5ÆÕÄÍÈÊ¹yÁ�Â�÷ ý�º5ÔÊ¿w»��éÂ5¿wºrÝcÂ5ÈÑ½Q¿wÁÏËÀÈÑ¹ÉÁ5Ë�Ëz÷ Øz¼w»ÀÈäÄ ÆÉÔÊ¹y»ÀËuå

∂U

∂t
+
�y»ÍÆÉÂ

(U).U =
∂U

∂t
+
»À¹ÉÄ
(U) ∧ U +

�y»ÍÆÕÂ
(
U2

2
) = −

�y»ÍÆÕÂ
(p)

ρ

ý�ÁW¾�ÆÕËÀËÍÆÕÁÒÄq¼w¿sÄÀÄÍ¿ZØwÐÒº�ÆÕÄÀÈÑ¹yÁFÆÉºF»Ã¹ÉÄÇÆ�ÄÍÈÑ¹ÉÁ5Á5¿wÔmÙ5¿wÁFºÏÄÀÈÑÔÑÈäËÍÆÉÁÌÄDÔø÷ùÈÑÁÏ¼w¹y½Q¾5»Ã¿wËÀËÃÈÑÓ5ÈÊÔäÈäÄÀØ
ÂÏºJç�º5ÈÊÂ5¿��6ÙßÔ ÆéÂ5Ø�
�ÁÏÈÊÄÍÈÊ¹yÁ�� Â5¿

ω
¿zÄ ¿wÁFºrÄÍÈÑÔÊÈÊËÍÆÕÁÒÄHÔÊ¿wË��<¹y»Ã½Üº5ÔÑ¿zËHËÀºÏ» ÔÊ¿wËD¹y¾,Øz»ÍÆÕÄÀ¿wº5»ÃË

ãy¿z¼zÄÀ¹y»ÀÈÊ¿wÔÊËwÙ5¹yÁ�¹yÓÏÄÀÈÑ¿zÁÒÄBå
á
ωá
t
=
∂ω

∂t
+
�y»ÀÆÉÂ

(ω).U =
�y»ÍÆÕÂ

(U).ω

�JÆÉÈÑËzÙ
U
¿zËÃÄqÂ�ÆÕÁ5Ë ÔÑ¿B¾5Ô ÆÕÁJ×5¹É»ÀÈ��z¹yÁÌÄÇÆÉÔmÙ5¿zÄ

ω
¿wËÅÄqËÀ¿zÔÑ¹yÁ

ez
ÙßÂ5¹yÁ5¼Qå��É»ÍÆÉÂ

(U).ω = 0¿sÄD¹yÁJÆgÆÉÔÑ¹É»ÀËuå
á
ωá
t
= 0 ��� û �! 

"�Ô�ÎcÆgÂÏ¹yÁ5¼B¼w¹yÁÏËÀ¿w»ÅãÕÆÕÄÀÈÑ¹yÁ�Â5¿BÔÑÆÜãy¹y»ÅÄÍÈÊ¼wÈÊÄÀØ
ω =

(∂vy
∂x
−
∂vx
∂y

)

ez

��÷ Øz¼w¹yºÏÔÑ¿w½Q¿wÁÌÄ ØsÄÇÆÉÁÌÄ ÈÊÁ5¼w¹y½Q¾5»Ã¿wËÀËÃÈÑÓ5ÔÊ¿ÉÙ5¹ÉÁFÆ�å�Â5Èäã
(U) = 0

ûßáq¹yÁ5¼Qå
∃Ψ

¼Ç×�ÆÕ½C¾
ãy¿z¼zÄÀ¹y»ÀÈÊ¿wÔLÄÀ¿wÔ]ÐÒº5¿Oå

U =
»Ã¹ÉÄ
(Ψ)

û�á ¿Ü¾5ÔÊº5ËwÙ,Ôø÷ùØw¼z¹yº5ÔÑ¿z½C¿zÁÒÄ ØzÄÍÆÉÁÒÄuÓÏÈäÖ�ÂÏÈÑ½Q¿zÁ5ËÀÈÊ¹yÁ5ÁÏ¿wÔmÙ
¹ÉÁJÆcå

Ψ = Ψ(x, y) ez
û$# ÈÑÁ5ËÃÈS¹ÉÁJÆcå

%	&�')(+*-,/.10!')2431(5'6(+387:9�');<2=7:;<>?0!.12�@	A�0!'B,/.C247:A�0!')D!;FEGEGA+*-2�(57:HIA�2:@!J!91':;<>?0!.12�7:.1EG2K,/.12B3�LM3�EFA�*!.121N/,/.C2,/9�@!').12)2:;FA�*-2�NM.�7O,/.12K(5*�7);<38L/38EGA+*!.C2PQ,!;FR
(U) = 0

.87
ρ = cteS

ω =
')A57
(U) = ω ez
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









vx = −
∂Ψ

∂y

vy =
∂Ψ

∂x

(1.2)

n ÁJÆgÆÉÔÑ¹É»ÀËuå
U.
�y»ÍÆÕÂ

(Ψ) = vx
∂Ψ

∂x
+ vy

∂Ψ

∂y
= vx vy − vy vx = 0

û
#qÈÊÁ5ËÀÈ�å

ψ = cte⇒
Â
Ψ = 0⇒

�y»ÍÆÉÂ
(Ψ).

Â
l = 0 =

�y»ÀÆÉÂ
(Ψ).U ⇒ dl //U

û
áq¹yÁÏ¼WÔÑ¿zËpØzÐÒº5ÈäÖ

Ψ
¼w¹É»À»À¿zËÀ¾,¹yÁÏÂ5¿wÁÌÄ�ÆÉº>Ý ÔÑÈ��yÁ5¿zËCÂ5¿F¼w¹Éº5»ÍÆÉÁÌÄ6û���÷ùØw¼z¹yº5ÔÊ¿w½Q¿wÁÌÄOØzÄÍÆÉÁÒÄ

ËÃÄÍÆÕÄÍÈÊ¹yÁ5Á�ÆÕÈÑ»À¿ÕÙÏ¼z¿bËÀ¹ÉÁÒÄ ÆÉºÏËÀËÀÈSÔÑ¿zË�ÄÍ»ÀÆ!�Ã¿w¼zÄÀ¹yÈÑ»Ã¿wËzû
o ¹ÉÁ5ËÀÈÊÂ5Øw»Ã¹yÁ5Ë º5Á�ãy¹y»ÃÄÀ¿sÝ�¾,¹yÁ5¼zÄÀº5¿wÔ � ω = 0 ËÀÆÉºp��¿wÁ r = 0  Â5¿b¼wÈÊ»À¼zº5Ô ÆÕÄÀÈÑ¹ÉÁ Γ0

û
n ÁJÆg¾5ÆÉ»H¼z¹yÁ5ËÃØwÐÒº5¿wÁÒÄ
qÜå

∮

C(O,r)

U.
Â
l = Γ0

n »zÙÞ¾5ÆÉ»iÈÊÁÒãÕÆÕ»ÀÈÑÆÉÁ5¼w¿�¾�ÆÉ»S»À¹ÉÄÍÆÕÄÍÈÊ¹yÁ�ri¿sÄL¾�ÆÉ»SÈÑÁ5¼z¹y½Q¾5»À¿zËÀËÀÈÊÓ5ÈÑÔÊÈ ÄÍØ�sSÂ5¿�Ôø÷ùØw¼z¹yº5ÔÊ¿w½Q¿wÁÌÄ6Ù
U = U(r) eθ

¿sÄDÂ5¹yÁÏ¼Qå
Γ0 = 2πr U ⇒ U =

Γ0

2πrá¶÷ù¹ut�Ùh�éº5Á5¿b¼z¹yÁ5ËÅÄÇÆÉÁÌÄÍ¿b¾Ï»ÀÛwËBå
Ψ(r, θ) = −

Γ0

2π
ln(r) ��� ûGv  

wDÁgÄÀ¿wÔÏÄÍ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁÜ¿wËÃÄÿËÅÄÇÆÕÄÀÈÑ¹yÁÏÁ�ÆÉÈÑ»Ã¿[¿zÄ�ÈÑÔÏ¿wËÅÄÿ¿w½Q¾,¹y»ÅÄÍØ�¾�ÆÉ»�Ôø÷ùØw¼w¹Éº5ÔÑ¿z½C¿zÁÒÄwûyáuÆÉÁ5Ë
º5ÁCØz¼w¹Éº5ÔÑ¿z½C¿zÁÒÄx�âã>ÈÊÄÀ¿wËÀËÃ¿

U
ÙÌÔÑ¿�ÄÍ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁéÂ5Øw¼z»ÀÈÊÄ�º5Á5¿DÂ5»Ã¹yÈÊÄÀ¿HÂÏ¿D½y�w½Q¿HËÃ¿wÁ5Ëÿ¿zÄÿÂ5¿

½y�w½Q¿uÂ5ÈÊ»À¿w¼sÄÍÈÊ¹yÁ�z�Ð>ºÏ¿
U
Ù
�éÔÑÆ¶ã>ÈäÄÍ¿wËÃËÀ¿

U
û5áuÆÕÁ5ËHÔÊ¿u¼6ÆÉË�Â�÷ùº5Á5¿â¾�ÆÉÈÊ»À¿uÂÏ¿âãÉ¹y»ÃÄÍ¿eÝkÙ�ÔÊ¿

ãy¹y»ÅÄÍ¿sÝ
Γ0
ÈÑÁ5ÂÏº5ÈÊÄDº5ÁÏ¿Zã>ÈÊÄÀ¿wËÃËÀ¿ Γ0

2πd

ËÀºÏ»qÔÊ¿Bãy¹y»ÅÄÍ¿sÝ
−Γ0

Ù,¿sÄqÔÑ¿Bãy¹É»ÃÄÍ¿eÝ
−Γ0

ÈÊÁ5Â5º5ÈäÄ
º5Á5¿�ã>ÈÊÄÀ¿wËÀËÃ¿ Γ0

2πd

ËÀº5»LÔÊ¿�ãy¹y»ÃÄÀ¿sÝ
Γ0 �6{x|~} û�����ÙÞ¾�Æ	�É¿��p�  û/#qÈÊÁ5ËÀÈÌÔÑ¿zËLÂ5¿zºrÝbÄÀ¹yº5»ÀÓÏÈÑÔÊÔÊ¹yÁÏË

»À¿zËÃÄÀ¿wÁÒÄ��éÔ ÆÜÂ5ÈÊËÃÄÇÆÕÁ5¼w¿
d
¿sÄDËÀ¿BÂ5Øw¾5ÔÑÆÉ¼z¿wÁÒÄ��éÔ Æ¶ã>ÈÊÄÍ¿zËÀËÀ¿ Γ0

2πd

ãÉ¿w»ÀËDÔÊ¿â×�ÆÉºÏÄwû

�g¥ ¦¨§p©�ªb« ¬z­C®U¯±°�¬Ç²5³c¬z« ¯H©c´S¬zµZ©�©U¯�·w·z¯ ´i®�� ·s¯��b·zµb°Ú¯
#�
�Á)ÂÏ¿�»Ã¿w¾5»Ã¹>Â5º5ÈÑ»Ã¿�Â5¿�¼z¿w»ÃÄÍÆÉÈÑÁÏËF¿zþk¿zÄÀËWÂÏÎ>Á�ÆÉ½QÈÑÐÒº5¿zËwÙ ÈÑÔb¿zËÃÄWÁ5Øw¼z¿wËÀËÀÆÉÈÑ»Ã¿�Â5¿

¾5»Ã¿wÁ5Â5»Ã¿â¿wÁc¼z¹y½Q¾ÏÄÍ¿uÔÑÆ¶»Ã¹ÉÄÇÆÕÄÀÈÑ¹yÁpÂÏ¿âÔ Æ��]¿z»À»Ã¿â¿zÄ�Ô Æ��yØw¹y½QØsÄÍ»ÀÈÊ¿qËÃ¾5×5Øw»ÃÈÑÐÒº5¿âÂ5¿u¼w¿wÔÊÔÑ¿eÖ
� A+�

C(O, r)
.12W7BEG.�3�.�'638EG.],/.�38.1*�7)':.

O
.�7O,/.]'6(CL�A+*

r > 0�
U = U(r)�Q,/;GR
(U) = 0⇒ ∂(r Ur)

∂r
= 0⇒ Ur =

A

r
−→r→0 0⇒ A = 0⇒ U = U(θ)eθ� 7:J-9�A+')��HI.�,/.��K.�EGHIJ!A+EF7:�
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{x|~}��K� æ ¸:ÆÉÈÊ»À¿âÂ5¿âãy¹y»ÅÄÍ¿sÝc¾,¹yÁÏ¼zÄÍºÏ¿wÔÑËHÂ5¿BËÀÈ��yÁ5¿â¹y¾5¾,¹ÉËÀØ � Γ0
Ù
−Γ0  û
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¼wÈmû n ÁÚËÃ¿é¾5ÔÑÆÉ¼w¿ÜÆÕÔÑ¹y»ÃËqÂ5ÆÉÁ5Ëuº5ÁÚ»À¿z¾,Ûw»Ã¿éÔÑ¹>¼wÆÉÔÑ¿z½Q¿wÁÒÄ ¼6ÆÉ»ÅÄÍØzËÀÈÑ¿zÁÚ¿wÁÚº5ÁÚ¾,¹yÈÊÁÒÄ���Â5¿
Ô ÆÜËÀº5»��vÆÉ¼z¿bÂ5º��yÔÊ¹yÓ,¿ �`{�|~} û+�p�5Ù5¾�Æ	�y¿��p�  û

áqÆÉÁ5ËHÔÊ¿â»ÃØ��<Øz»À¿wÁÌÄÍÈÊ¿wÔ��ÌÆÕÔÑÈÊÔÊØz¿wÁ��ÉØw¹>¼w¿zÁÒÄÀ»ÀÈÊÐ>ºÏ¿ÉÙ�ÈÊÔ��vÆÉºrÄDÆ!�Ã¹yºÏÄÀ¿w»zÙ$�ÜÔ Æ¶ã>ÈäÄÍ¿wËÃËÀ¿B»À¿zÔ Æ8Ö
ÄÍÈäãy¿HÂ5¿HÔø÷ùØw¼z¹yº5ÔÊ¿w½Q¿wÁÒÄwÙyÔÑÆuã>ÈÊÄÍ¿zËÀËÃ¿ ÂÏº5¿��BÔÑÆâ»À¹ÕÄÇÆÕÄÀÈÑ¹yÁéÂ5¿HÔ ÆuÄÀ¿w»Ã»À¿ÉûÒáq¹ÉÁ5¼DÔÑ¿�»Ã¹ÉÄÇÆÕÄÀÈÑ¹yÁ>Ö
Á5¿zÔ�Â5¿uÔ Æbã>ÈÊÄÍ¿zËÀËÃ¿âÂ�ÆÉÁ5Ë�ÔÊ¿q»ÀØ+�<Øw»À¿zÁÒÄÀÈÑ¿wÔk¿wËÅÄHÔÑÆ¶ËÃ¹y½Q½C¿ Â5¿

ω
¿zÄ�ÂÏºU»À¹ÉÄÍÆÕÄÍÈÊ¹yÁ5Á5¿zÔ,Â5¿uÔ Æ

ã>ÈÊÄÀ¿wËÀËÃ¿ZÂ5º5¿��gÔ Æé»À¹ÉÄÍÆÕÄÍÈÊ¹yÁcÂÏ¿bÔ Æ��]¿z»À»Ã¿ÉÙ,ÂÏ¹yÁÒÄDÔ Æé¾5»À¹-�Ã¿z¼zÄÍÈÊ¹yÁ�ËÃº5»DÔø÷ Æ�Ýr¿âãy¿w»ÃÄÀÈÑ¼wÆÉÔSÔÑ¹ÕÖ
¼6ÆÕÔM��¿wËÃÄ�Â5¿wºrÝ��<¹ÉÈÑË]ÔÑ¿ÿãy¿z¼zÄÍ¿zº5»�»Ã¹ÉÄÇÆÕÄÀÈÑ¹yÁ��zû o ¿zÄÃÄÍ¿�¾5»À¹-�Ã¿z¼zÄÍÈÊ¹yÁ¶ã�ÆÉºÏÄ�Â5¹yÁ5¼

2Ω0 sin(θ)
û

#qÈÊÁ5ËÀÈ�¹yÁ�¹ÉÓÏÄÍÈÊ¿wÁÌÄBå
á
(ω + f)á

t
= 0 � àrû �! 

f = 2Ω0 sin(θ) � àrû à  
o ¿z¾,¿wÁ5Â5ÆÉÁÒÄwÙ5¿zÁU¼z¹>¹y»ÀÂÏ¹yÁ5Á5Øz¿wË�¼6ÆÕ»ÃÄÍØzËÀÈÊ¿wÁ5Á5¿zËwÙÏÔÊ¿wËÿãÕÆÉ»ÀÈÑÆÕÄÍÈÊ¹yÁÏËÿÂ5¿

f
Ëw÷ùØw¼w»ÃÈÊãy¿zÁÒÄHÆÉº

¾5»Ã¿w½QÈÑ¿w»�¹y»ÀÂÏ»À¿gå

f ' 2Ω0 sin(θ) +
2Ω0 cos(θ)

R
y = f0 + β y � àrûFv  

��÷ ÆÉ¾5¾5»Ã¹ÞÝrÈÊ½pÆÕÄÀÈÊ¹yÁO¾5Ô ÆÉÁ>Ö�Ó,¿zÄÍÆé¿zËÃÄDã�ÆÉÔÑÈÊÂ5¿u¾,¹yº5» y
R

ÈÊÁp
�Á5ÈäÄÍØzËÀÈÑ½CÆÕÔ �:� û
β
¿wËÃÄD½CÆ�ÝrÈÑ½CÆÉÔkÐÒº�ÆÉÁÏÂ

θ = 0
¼Õ÷ ¿zËÃÄÃÖ`��Ö�ÂÏÈÑ»À¿��éÔø÷ùØwÐÒº�Æ�ÄÍ¿wºÏ»wû

  ÈS¹yÁ�»Ã¿w¾5»Ã¿wÁ5ÂJÔm÷ ØzÐ>º5ÆÕÄÍÈÊ¹yÁ
(2.1)

Ù�¹ÉÁ�¹yÓÏÄÀÈÑ¿zÁÒÄ��`� å
∂ω

∂t
+
∂ω

∂x

∂x

∂t
+
∂ω

∂y

∂y

∂t
+
∂f

∂t
+
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t
= 0

⇒
∂4Ψ

∂t
+
∂Ψ

∂x

∂4Ψ

∂y
−
∂Ψ

∂y

∂4Ψ

∂x
+ β

∂Ψ

∂x
= 0

ý�ÁJÁ5¹ÕÄÇÆÉÁÌÄ
J(f, g) =

∂f

∂x

∂g

∂y
−
∂f

∂y

∂g

∂x

Ù�¹yÁ�Æcå

∂4Ψ

∂t
+ J(Ψ,4Ψ) + β

∂Ψ

∂x
= 0 � à>ûF¡  
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y
;G*/ª«91':;G.�0!').12B®

500 km%)%	.�*�0/7);FEG;<2:(+*�7OEG.�ª�(5;F7¯>?0!.�°
∃Ψ; U =

':A+7
(Ψez) ⇒ ω =

')A57
(
')A57
(Ψ)) =

&�')(�,
(
,/;GR
(Ψ)) −4Ψ.87O,/;GR

(Ψ) = 0
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n ÁC¼w¹yÁÏËÀÈÑÂÏÛw»À¿ ÆÉÔÊ¹y»ÀË�º5ÁCÄÀ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁQÆ�ÝrÈÑËÅÎr½QØzÄÀ»ÀÈÊÐ>ºÏ¿ �W�
Ψ(x, y) = Ψ0(r)

û n ÁpÆgå
J(Ψ0,4Ψ0) = 0

û�ý�ÁJ»ÃØ?�yÈÊ½C¿uËÃÄÍÆÕÄÍÈÊ¹yÁ5Á�ÆÕÈÑ»À¿ÕÙp�y»C²É¼w¿�� � à>ûGv  Ù5¹yÁ�¹ÉÓÏÄÍÈÊ¿wÁÌÄBå

β cos(θ)
∂Ψ0

∂r
= 0

áZ÷ ¹ut�Ùß¼z¹y½Q½C¿u¹yÁ�ÁÏ¿Bãy¿zºÏÄ ¾�ÆÕËDºÏÁ5¿bËÃ¹yÔÑºrÄÍÈÑ¹ÉÁOÄÍ»ÀÈäã>È ÆÉÔÊ¿q¿zÄDÐÒº5¿
β 6= 0

å
θ = ±

π

2
� àrûG³  

wDÁcÄÍ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁcÆ�ÝrÈÑËÅÎ>½CØsÄÍ»ÀÈÊÐÒº5¿BËÅÄÇÆÕÄÀÈÑ¹yÁÏÁ�ÆÉÈÑ»Ã¿uÁ5¿B¾,¿wºrÄ ¿eÝÏÈÊËÃÄÀ¿w»HÐ>º�÷ ÆÕºrÝ�¾�´yÔÊ¿wËzû
w Á ÄÀ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁ ÆÉº>Ý ÔÑÆÕÄÍÈäÄÍºÏÂ5¿wËÜÄÍ»Ã¹y¾5ÈÊ¼6ÆÉÔÊ¿wËé¾,¿zºÏÄ6Ù�¿zÁÒÄÀ»ÍÆVµÑÁ5Øc¾�ÆÉ»gÔÑÆÚ¼wÈÑ»Ã¼wº5ÔÑÆÕÄÀÈÑ¹ÉÁ

Æ�ÄÍ½Q¹yËÀ¾5×ÏØw»ÀÈÊÐÒº5¿Z���y»ÍÆÕÁ5Â5¿BØz¼e×5¿zÔÑÔÊ¿ÉÙ5ËÀ¿BÂ5Øw¾5ÔÑÆÉ¼w¿z»H¿wÁ�Ô Æ�ÄÍÈäÄÍº5Â5¿zËwû
��÷ ØzÐ>º5ÆÕÄÍÈÊ¹yÁ � à>û �! Â5¹yÁÏÁ5¿ ω + f = cte

û n »wÙ�ÐÒº�ÆÕÁ5ÂnÔÑ¿Ü¼zÎ>¼zÔÑ¹yÁ5¿éËÀ¿gÂ5Øz¾5Ô ÆÕ¼w¿ÉÙ
fÆÕº
�y½Q¿wÁÌÄÍ¿â¿zÄDÂ5¹ÉÁ5¼BÁ5Øw¼z¿wËÃËÍÆÉÈÑ»Ã¿w½Q¿wÁÌÄ

ω
Â5ÈÊ½CÈÊÁÒº5¿Éûp# ÈÑÁ5ËÃÈøÙÏÈÑÔ�¿sÝrÈÊËÃÄÍ¿Bº5Á5¿BÔÑÆÕÄÍÈäÄÍº5ÂÏ¿u¹ut

ω
Ëz÷ ÆÉÁÏÁ>º5ÔÊ¿B¿zÄDÔÊ¿â¼zÎ>¼wÔÊ¹yÁ5¿BÂ5ÈÑËÃ¾�ÆÉ»ÀÆVµÑÄHÆÕÔÑ¹y»ÃËwû

¶C¥ ·¸�:ª�¹�¯�º�»iµZ¬5�:¯ ³c® º�§¤º[·zµZ©U¯
¸]¹yº5»ÿ¼wÆÉÔÑ¼zº5ÔÑ¿z»�Ôø÷ùØzãy¹ÉÔÑºÏÄÀÈÑ¹yÁéÈÑÁ5ÈäÄÍÈÑÆÕÔÊ¿�Â�÷ùº5ÁCÄÀ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹yÁgÆ�ÝrÈÑËÃÎ>½QØzÄÀ»ÀÈÊÐ>ºÏ¿

Ψ0(r)
ÙÌ¹yÁ

ºrÄÍÈÑÔÊÈÊËÀ¿uº5Á�Â5Øsãy¿wÔÊ¹y¾5¾,¿w½Q¿zÁÒÄ ÂÏ¿Z�]Æ6ÎrÔÊ¹y»�Â5¿BÔ Æ��<¹yÁ5¼sÄÍÈÊ¹yÁcÂ5¿B¼w¹Éº5»ÍÆÉÁÌÄbå

Ψ(x, y, t) = Ψ0(r) +
t

τ0
Ψ1(x, y) +

( t

τ0

)2

Ψ2(x, y) + . . .

Æ6ãy¿w¼
τ0 =

1

βr0

Ù
r0
ØzÄÇÆÕÁÒÄDº5ÁÏ¿BÄÍÆÉÈÑÔÊÔÊ¿q¼6ÆÉ»ÀÆÉ¼zÄÀØw»ÀÈÊËÃÄÀÈÑÐÒº5¿âÂ5º�ÄÀ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁ�û

ý�ÁJºÏÄÀÈÑÔÊÈÊËÍÆÉÁÌÄ�Ôm÷ ØzÐ>º5ÆÕÄÍÈÊ¹yÁ
(2.3)

Ù�¹ÉÁ�¹yÓÏÄÀÈÑ¿zÁÒÄBå
∂(4Ψ)

∂t
=
4Ψ1

τ0

¿wÁ�ËÀ¿B¾5Ô Æ	¼wÆÉÁÌÄ��
t = 0

J(Ψ,4Ψ) = J(Ψ0,4Ψ0) = 0 (
�
t = 0)

áq¿b¾5ÔÊº5ËwÙ$�
t = 0

∂Ψ

∂x
= cos(θ)

∂Ψ0

∂rý�ÄDÂ5¹ÉÁ5¼gå
4Ψ1

τ0
+ β cos(θ)

∂Ψ0

∂r
= 0 � vÏû �! 
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ý�ÁJ¼Ç×5¹yÈÊËÀÈÊËÀËÍÆÕÁÒÄHº5ÁcÄÍ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁUÈÑÁÏÈÊÄÍÈÊÆÉÔkÂ5Ø+
�Á5Èi¾�ÆÕ»Bå

Ψ0(r) =











1

4
ω0

(

r2 − r2
0

) ËÀÈ
r ≤ r0

1

6
ω0r

2
0

(

1−
(r0
r

)3) ËÀÈ
r ≥ r0

¹yÁ�¹ÉÓÏÄÍÈÊ¿wÁÌÄ6Ù5¿wÁ�»ÀØzËÀ¹yÔäãÕÆÉÁÌÄDÔm÷ ØzÐ>º5ÆÕÄÍÈÊ¹yÁ
(3.1)

�W� å

Ψ1(r) =











cos(θ)
(ω0 r0 r

6
+
ω0 r

3

16r0

) ËÀÈ
r ≤ r0

− cos(θ)
(ω0 r

4
0

3r2
+
ω0 r

3
0

12r

) ËÀÈ
r ≥ r0

(3.2)

áq¹yÁÏ¼ZÆÉº�¼z¿wÁÌÄÍ»Ã¿bÂ5ºcÄÍ¹yº5»ÃÓ5ÈÑÔÊÔÊ¹ÉÁ�ÙÏÔÑÆÜã>ÈäÄÍ¿wËÃËÀ¿bÈÊÁ5Â5º5ÈäÄÍ¿u¾�ÆÉ»
Ψ1

¿zËÃÄZå










vx(r = 0) = −
∂Ψ1

∂y
(r = 0) = 0

vy(r = 0) =
∂Ψ1

∂x
(r = 0) =

ω0 r0
6ËÀ¹ÉÈÊÄ

v(r = 0) =
ω0 r0
6

ey � vrûGv  

# ÈÑÁ5ËÃÈøÙ8ÔÑ¿�¼zÎ>¼wÔÊ¹yÁ5¿�ãÕÆqËÀ¿�ÂÏØw¾5ÔÑÆÉ¼w¿z»�ËÃ¿wÔÊ¹yÁ
ey
ÙÕ¼Õ÷ ¿zËÃÄÃÖ`��Ö�ÂÏÈÑ»À¿ÿãy¿z»ÀË�ÔÑ¿�Á5¹y»ÃÂÜÂ�ÆÉÁ5Ë:Ôø÷ù×5ØsÖ

½QÈÑËÀ¾Ï×5Ûw»Ã¿DÁ5¹y»ÀÂC¿sÄ�ãy¿z»ÀË[ÔÊ¿DËÃº5ÂpÂ�ÆÉÁ5Ë�Ôm÷ ×ÏØw½QÈÑËÀ¾Ï×5Ûw»Ã¿DËÀºÏÂ � β < 0 Â�ÆÉÁ5ËÿÔø÷ù×5Øw½QÈÑËÃ¾5×5Ûw»Ã¿ËÀºÏÂ  û¸�ÔÊº5Ëÿ¾5»ÃØw¼zÈÑËÀØz½Q¿wÁÒÄwÙÒ¿wÁC»ÍÆÕÈÑËÀ¹ÉÁ5Á�ÆÉÁÌÄÿÂ�ÆÕÁ5ËÿÔø÷ù×5Øw½QÈÑËÃ¾5×5Ûz»À¿HÁ5¹É»ÀÂ�Ù
Ψ1

¿wËÃÄ�º5ÁCÂÏÈÑ¾�´yÔÊ¿
¿zÄ
Ψ0

�vÆÕÈÊÄHÄÍ¹yºÏ»ÀÁ5¿z»q¼z¿¶Â5ÈÑ¾�´ÉÔÑ¿Õû,áq¹yÁÏË��Ãº5ËÃÄÀ¿ÜÆÉ¾5»ÃÛwËqËÀÆÁ�<¹y»Ã½pÆ�ÄÍÈÊ¹yÁ�Ù�ÔÑ¿b¼sÎr¼zÔÑ¹yÁÏ¿ZãÕÆCËÀ¿
Â5ÈÊ»ÀÈ��É¿w»qãy¿w»ÃËZÔÑ¿éÁ5¹y»ÀÂ ÆÞãy¿z¼Qº5Á5¿Q¼w¹yºÏ»ÀÓ5º5»Ã¿gãy¿w»ÀËbÔø÷ù¹yº5¿zËÃÄbÂ5º5¿Á�cÔ Æ��<¹y»Ã¼w¿gÂ5¿ o ¹y»ÃÈÑ¹ÕÖ
ÔÑÈÊËwûK�FÆÉÈÊËbÔÊ¿éÄÍ¿w½Q¾5Ë

t
ÆÉº
�y½Q¿zÁÒÄÇÆÕÁÒÄ6ÙSÔÑÆc¼z¹yÁÒÄÀ»ÀÈÑÓÏºÏÄÍÈÊ¹yÁ ÆÕ½C¿zÁ5Øw¿Q¾�ÆÕ»

ψ1

ãÕÆ�Â5¿sãy¿wÁ5ÈÊ»
¾5»ÃØw¾,¹yÁ5ÂÏØw»ÍÆÕÁÒÄÍ¿ÜËÃÈ]Ó5ÈÑ¿zÁWÐÒº5¿ÜÔÊ¿Z¼zÎ>¼zÔÑ¹yÁ5¿ZãÕÆpÂ5Øsã>ÈÑ¿z» ãy¿w»ÀËuÔm÷ ¿zËÃÄ �=q �Ãº5ËÀÐÒº�÷F�O¼w¿¶ÐÒº5¿ÜÔÊ¿
¼zÎ>¼zÔÑ¹yÁ5¿BÂ5ÈÊËÀ¾�ÆÉ»ÀÆÉÈÊËÀËÀ¿Õû

��÷5¿eÝr¿w½Q¾5ÔÑ¿âÂ5ºc¼zÎ>¼wÔÊ¹yÁ5¿ZÂ]ÔÑ¹ÞÎrÂ �`{�|~} û��p�5Ù5¾�ÆV�y¿��p�  ½C¹ÉÁÒÄÍ»Ã¿âÓÏÈÑ¿zÁcÔÑ¿uÂ5Øw¾5ÔÑÆÉ¼z¿sÖ½Q¿wÁÒÄHÓ5ÈÊ¿wÁUãy¿w»ÀËDÔÊ¿âÁ5¹y»ÃÂ�¾,¹yº5»HÔm÷ ×ÏØw½QÈÑËÀ¾Ï×5Ûw»Ã¿âÁ5¹y»ÀÂ�û
�S¿�½Q¹>Â5ÛzÔÑ¿�¿wËÅÄ�ÃsÄÀ»ÀÛzË�ÔÑ¹yÈÊÁKÃ�Â5¿�¾5»ÀØzÂ5ÈÊ»À¿�ÔÑÆDÄÍ»ÍÆ!�Ã¿w¼sÄÍ¹ÉÈÑ»À¿�»ÀØz¿wÔÊÔÑ¿�Â�÷ ºÏÁg¼sÎr¼zÔÑ¹yÁÏ¿�¼wÆÉ»:ÈÑÔ

ºÏÄÀÈÑÔÑÈäËÀ¿ ÔÑ¿q¾5Ô ÆÕÁpÄÇÆÉÁ
�É¿wÁÌÄ�¾,¹yº5»�ÔÑ¿qÂÏØw¾5ÔÑÆÉ¼w¿z½C¿zÁÒÄwû o ¿w¼zÈ�Á�÷ ¿zËÃÄ�ãÕÆÕÔ ÆÉÓÏÔÑ¿ Ð>º�÷ ÆÉºU¾5»À¿z½CÈÊ¿w»
¹y»ÃÂ5»À¿Õû��S¿p½Q¹>Â5ÛwÔÊ¿CÁ5¿CÄÀÈÑ¿zÁÒÄ¶¿zÁ ¾5ÔÊº5ËZ¾�ÆÉË¶¼z¹y½C¾rÄÍ¿CÁ5È�Â5¿zË¶ãy¿zÁÒÄÍËÜÁÏÈ�Â5º�»À¿zÔÑÈÊ¿���ÐÒº5È
ËÀ¹ÉÁÒÄDÂ5¿zËDØwÔÊØw½Q¿wÁÌÄÍËHÁ5¹ÉÁ�Á5Ø?�ÉÔÑÈ��É¿6ÆÉÓ5ÔÊ¿zË�Â5ÆÉÁ5ËHÔ Æ¶ÄÍ»ÍÆ!�Ã¿z¼zÄÍ¹ÉÈÑ»À¿uÂ5¿wËH¼zÎ>¼wÔÊ¹yÁ5¿wËzû
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